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1. INTRODUCTION
Sza sz [12] a, le premier, attire l’attention sur la relation entre la question
de la densite de certains sous-espaces fonctionnels et celle de la re partition
des ze ros des fonctions analytiques; ce the me appara@^t notamment dans les
livres de Paley et Wiener [10], de Levinson [7], et de Schwartz [11]. En
ce qui concerne le proble me de Riemann sur les ze ros de la fonction ‘(s),
l’expression la plus claire de l’ide e de Sza sz a e te donne e par Beurling a la
suite de travaux de son e le ve Nyman. Soit B l’ensemble des fonctions
complexes f de finies sur l’intervalle ]0, 1] par
f (t)= :
n
k=1
ak[%k t],
ou n1, 0<%k1, ak # C et
:
n
k=1
ak %k=0
(conforme ment a l’usage, on note [u] et [u] respectivement la partie entie re
et la partie fractionnaire du nombre re el u). B est un espace vectoriel complexe
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de fonctions borne es sur ]0,1] et le re sultat de Nyman et Beurling, comple te
par Bercovici et Foias, s’e nonce ainsi:
The ore me NBBF (Nyman, Beurling, Bercovici et Foias). Pour tout
nombre re el p1, les trois assertions suivantes sont e quivalentes:
(i) ‘(s) ne s ’annule pas dans le demi-plan R(s)>1p;
(ii) B est dense dans L p(0, 1);
(iii) La fonction constante &1 est dans l ’adhe rence de B dans L p(0, 1).
Ce re sultat appelle quelques commentaires:
(a) On sait, d’une part que ‘(s) ne s’annule pas dans le demi-plan R(s)>1
(et me^me dans le demi-plan R(s)1 depuis les travaux simultane s de
Hadamard et de la Valle e-Poussin), et d’autre part que ‘(s) admet au
moins un ze ro de partie re elle 12 (et me^me une infinite depuis Hardy). Cela
montre que les assertions (i), (ii), et (iii) sont vraies pour p=1 et fausses
pour p>2.
(b) On sait que si \ est un ze ro de ‘(s) ve rifiant 0R(\)1, alors
1&\ est e galement un ze ro de ‘(s). L’hypothe se de Riemann est ainsi
e quivalente a (i) pour p=2. L’un des inte re^ts du the ore me NBBF est donc
de fournir une forme relevant de l’analyse fonctionnelle a l’hypothe se de
Riemann.
(c) On peut e videmment remplacer dans (iii) la constante &1 par
n’importe quelle constante complexe non nulle. Nous avons ici choisi le
nombre &1 en raison de la formule +k=1 +(k)[1kt]=&1 qui joue un
ro^le dans la suite de notre propos.1
(d) L’e quivalence entre les assertions (i) et (ii) a e te prouve e dans un
premier temps par Nyman dans sa the se ([9], theorem 7) dans le cas p=2,
puis ge ne ralise e par Beurling [3] dans le cas p>1, et enfin comple te e par
Bercovici et Foias ([2], the ore me 2.5) pour p=1.
(e) Il est a noter que Beurling [3] donne une preuve rapide et e le men-
taire de l’implication (ii) O (i). Au contraire, les preuves connues de la
re ciproque (cf. [2], [3], [5], [9]) sont longues et utilisent des re sultats
fins d’analyse complexe comme le the ore me de PhragmenLindelo f ([5])
ou le the ore me de Beurling sur les sous-espaces ferme s de l’espace de Hardy
stables par l’ope rateur de de calage ([2]).
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1 Ici et dans la suite, on de signe par + la fonction de Mo bius de finie de la manie re suivante:
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(f ) L’espace B est stable par le semi-groupe d’ope rateurs line aires
(T*)0<*1 ou :
T* f (t)={ f \
t
*+ si 0<t*
0 si *<t1.
Cela permet de montrer, comme l’a fait Beurling dans [3] pour p>1 que
les assertions (ii) et (iii) sont e quivalentes pour tout p1.
(g) L’e quivalence de (i) et (iii) sugge re la question suivante, de ja souleve e
sous une forme le ge rement diffe rente et plus pre cise par Ba ez-Duarte ([1],
p. 1920). On pose, comme c’est l’usage,
& f &p=_|
1
0
| f (t)| p dt&
1p
.
Question 1. Peut-on, inde pendamment de toute hypothe se sur les ze ros
de ‘(s), expliciter une suite de fonctions fn appartenant a B telle que pour
tout re el p1 (ou au moins pour p=2), on ait
lim
n  +
&1+ fn&p= inf
f # B
&1+ f &p?
Une re ponse positive permettrait de pre ciser le the ore me NBBF en
ajoutant la quatrie me assertion e quivalente suivante:
(iv) La fonction constante &1 est limite dans L p(0, 1) de la suite de
fonctions fn .
Pour chercher une telle suite de fonctions, il est naturel de conside rer les
sommes partielles
Sn(t)= :
n
k=1
+(k)[1kt].
En effet les formules
:
+
k=1
+(k)[1kt]=1, (0<t1)
et
:
+
k=1
+(k)
k
=0
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qui de coulent respectivement de la formule d’inversion de Mo bius et du
the ore me des nombres premiers, montrent que la suite de fonctions Sn
converge simplement vers &1. De plus, il de coule facilement du theorem
2.2 de Ba ez-Duarte [1] que la suite Sn converge vers &1 dans L1(0, 1).2
Pour obtenir une suite de fonctions appartenant a B, on retranche a Sn
une fonction convenable. Ba ez-Duarte [1] choisit ainsi la suite
Bn(t)=Sn(t)&n \ :
n
k=1
+(k)
k + [1nt]
et montre (voir la preuve de sa proposition 2.4) que sous l’hypothe se (i),
Bn converge vers &1 dans Lr(0, 1) pour tout r ve rifiant 1<r<2&1p. Il
pose alors les deux questions suivantes (voir p. 1920 de [1]):
Question 2. L’hypothe se (i) entra@^ne-t-elle l ’assertion (iv) pour fn=Bn?
Question 3. A tout le moins, l ’assertion (i) entra@^ne-t-elle que
(v) la suite de fonctions (Bn) converge vers &1 dans Lr(0, 1) pour
tout r ve rifiant 1<r< p?
L’objet du pre sent travail est de re pondre par l’affirmative a cette dernie re
question en montrant qu’il y a en fait e quivalence entre les assertions (i) et (v).
Nous laissons cependant ouvertes les questions 1 et 2.
The ore me. Pour tout nombre re el p1, les trois assertions suivantes
sont e quivalentes:
(i) ‘(s) ne s’annule pas dans le demi-plan R(s)>1p;
(v) la suite de fonctions (Bn) converge vers &1 dans Lr(0, 1) pour
tout r ve rifiant 1<r< p ;
(vi) la suite de fonctions (Sn) est borne e dans Lr(0, 1) pour tout r
ve rifiant 1<r< p.
Faisons de nouveau quelques remarques:
(h) Nous montrons donc que l’assertion (vi) est aussi e quivalente a (i).
Il existe en fait toute une famille d’assertions e quivalentes a (i) qui sont
apparente es a (v). Par exemple, on peut montrer que chacune des asser-
tions suivantes est encore e quivalente a (i):
(vii) la suite de fonctions (Sn) converge vers &1 dans Lr(0, 1) pour
tout r ve rifiant 1<r< p ;
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(viii) la suite de fonctions (Bn) est borne e dans Lr(0, 1) pour tout r
ve rifiant 1<r< p ;
(ix) pour tout =>0, on a lim infn  +(&Bn &p n=)=0;
(x) pour tout =>0, on a lim infn  +(&Sn &p n=)=0;
(i) Nous devons a Ba ez-Duarte la formulation de l’assertion e quiv-
alente (ix). Il nous a en particulier signale qu’elle pre cise le theorem 2.3 de
son article [1].
( j) L’e quivalence des assertions (v) a (x) s’e tablit de manie re e le men-
taire, en utilisant notamment: l’e galite Bn(t)=&1 pour 1nt1, les
majorations de |Bn(t)| et |Sn(t)| par 2n, l’ine galite de Ho lder pour les
inte grales, et le the ore me NBBF. Nous donnons au paragraphe 4 les de tails
de la preuve de l’e quivalence (v)  (vi), et omettons ceux relatifs aux asser-
tions de (vii) a (x).
(k) L’argumentation qui permet de montrer que l’une des assertions
de (v) a (x) entra@^ne (i), est e galement e le mentaire (voir le point c) du
paragraphe 4).
(l) La de monstration du fait que chacune des assertions de (v) a (x)
entra@^ne (i) fait, en revanche, appel a l’analyse complexe. Cependant, on
peut conside rer qu’elle est plus simple que les preuves connues de (ii) O (i)
(cf. remarque (e) ci-dessus) dans la mesure ou elle est fonde e sur le the ore me
de Plancherel et des techniques de base de la the orie de la fonction ‘.
(m) Le cas de p=2 est particulie rement inte ressant. D’une part il
correspond a l’hypothe se de Riemann, et d’autre part la structure hilber-
tienne de L2 induit une approche ge ome trique du proble me. Ce point de
vue a e te re cemment adopte par Nikolski [8] et Vassiounine [15]. En
particulier, il est naturel de chercher a approcher la constante 1 par sa
projection orthogonale gn sur le sous-espace de B constitue par les fonc-
tions de la forme
:
n
k=1
ak[1kx], :
n
k=1
ak
k
=0.
Une base de ce sous-espace est fournie par les fonctions ek , 2kn, ou
ek(t)=[1t]k&[1kt], et le calcul des coordonne es de gn dans cette base
revient a de terminer l’inverse de la matrice de Gram des ek . Le calcul des
produits scalaires (ek , el) est non trivial: il a e te accompli par Vassiounine
([15], the ore me 2) et la relative complexite du re sultat rend l’e tude de gn
assez difficile. Nous nous contentons de poser la question suivante:
314 BALAZARD ET SAIAS
File: DISTL1 176006 . By:GC . Date:12:10:98 . Time:09:58 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 2478 Signs: 1387 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Question 4. Soit gn :=nk=2 ak, nek la projection orthogonale de la
constante 1 sur le sous-espace de B engendre par les ek , 2kn. A-t-on
pour tout k2:
lim
n  +
ak, n=+(k)?
2. TROIS LEMMES TECHNIQUES
Dore navant, la lettre s de signera un nombre complexe, les nombres re els
_ et { e tant implicitement de finis par
s=_+i{.
Lemme 1. Soit :, 12:<1, $>0 et =>0. Si ‘(s) ne s’annule pas dans
le demi-plan R(s)>:, il existe une constante positive c=c(:, $, =) telle que
|‘(s)|\1c |{| =,
pour _:+$ et |{|1.
Lemme 2. Soit :, 12:<1, $>0 et =>0. Si ‘(s) ne s’annule pas dans
le demi-plan R(s)>:, on a pour x2 et :+$_1
:
mx
+(m) m&s=‘(s)&1+O:, $, =(x&$3(1+|{| )=).
Pour e tablir le lemme 1, il suffit d’adapter la preuve du theorem 14.2
de [14], dont on re sume souvent le contenu par l’assertion ‘‘l’hypothe se de
Riemann entra@^ne l’hypothe se de Lindelo f ’’. Nous laissons au lecteur les
ve rifications ne cessaires.
De monstration du lemme 2. Il s’agit d’une version effective du theorem
14.25 (A) de [14] et il convient de donner quelques de tails. La seconde
formule de Perron effective ([13], corollaire II.2.1) nous donne pour x2,
T2, :+$_1 et } :=1&_+1log(x)
:
mx
+(m) m&s
=
1
2?i |
}+iT
}&iT
‘(s+w)&1
xw
w
dw+O \x1&_ log xT +x&_ \1+x
log T
T ++ .
De plac ons le segment d’inte gration vers la gauche, a l’abscisse }$=:&
_+$2. Dans le demi-plan R(w)>:&_, la fonction ‘(s+w)&1 xww est
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holomorphe sauf en w=0, ou elle a un po^le simple de re sidu ‘(s)&1 (ce
po^le disparait si s=1). Le the ore me des re sidus nous donne
:
mx
+(m) m&s=‘(s)&1+
1
2?i \|
}$+iT
}$&iT
+|
}+iT
}$+iT
+|
}$&iT
}&iT +
+O \x1&_ log xT +x&_ \1+x
log T
T ++
ou l’on a omis dans les trois inte grales de faire figurer l’inte grande
‘(s+w)&1 xww. Dans ces trois inte grales, nous utilisons la majoration
|‘(s+w)|&1<<T =+(1+|{| )=, conse quence du lemme 1. La deuxie me et la
troisie me inte grale sont
<<x1&_(T =+(1+|{| )=)T ;
la premie re est
<<x:&_+$2 log(T )(T =+(1+|{| )=)
<<x&$2 log(T)(T =+(1+|{| )=).
Il reste a choisir T=xB avec
1&_+(=&1)B<&
$
3
et
&
$
2
+=B<&
$
3
ce qui est possible si = est assez petit, ce qu’on peut e videmment supposer;
l’examen des termes d’erreur permet alors de conclure.
Lemme 3. Soit p un nombre re el 1. Les deux assertions suivantes sont
e quivalentes:
(i) ‘(s) ne s’annule pas dans le demi-plan R(s)>1p;
(xi) pour tout =>0, kn +(k)k<<n&1+1p+=.
De monstration. Pour p=1, les deux assertions sont vraies. Pour p>1,
on sait (voir [4], proposition IV.21) que (i) est e quivalent a
(xii) pour tout =>0, kn +(k)<<n1p+=.
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L’e quivalence de (xi) et (xii) re sulte facilement d’une sommation d’Abel
et du the ore me des nombres premiers sous la forme +k=1 +(k)k=0. Nous
omettons les de tails.
3. TROIS LEMMES PRE PARATOIRES
Les trois lemmes suivants constituent les principales e tapes de la preuve
de l’implication (i) O (v). Par le biais du lemme 4, cette preuve repose sur
la me thode propose e par Helson dans [6], a savoir l’utilisation du the ore me
de Plancherel.
Lemme 4. On a pour tout _>0:
|
1
0
|1+Sn(t)|2 t2_&1 dt=
1
2? |
+
&
|Fn(_+i{)| 2 d{,
ou
Fn(s) :=
1
s&1 \ :
n
k=1
+(k)k++1s \1&‘(s) :
n
k=1
+(k)ks+ .
Lemme 5. Soit :, 12:<1, et $>0. Si ‘(s) ne s’annule pas dans le
demi-plan R(s)>:, on a pour n2 et :+$_1
|
+
&
|Fn(_+i{)|2 d{<<n&$3.
Lemme 6. Si l ’assertion (i) est ve rifie e pour p>1, on a pour tout r tel
que 1<r< p,
lim
n  +
&Bn&Sn&r=0.
De monstration du lemme 4. On e tablit facilement la relation
|
1
0
[%x] xs&1 dx=
%
s&1
&
%s‘(s)
s
, R(s)>0; 1%>0
(voir [3], formule (1)), d’ou :
|
1
0
(1+Sn(t)) ts&1 dt=
1
s&1 \ :
n
k=1
+(k)
k ++
1
s \1&‘(s) :
n
k=1
+(k)
ks +=Fn(s),
pour R(s)>0.
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L’inte grale peut aussi s’e crire
|
+
0
(1+Sn(e&u)) e&u_e&ui{ du,
donc, _>0 e tant fixe , la fonction de {, Fn(_+i{), est la transforme e
de Fourier de (1+Sn(e&u)) e&u_. Cette fonction est manifestement dans
L2(0, +) car Sn est borne e et _>0. Le the ore me de Plancherel peut
donc s’appliquer et il donne
|
+
0
|1+Sn(e&u)|2 e&2u_ du=
1
2? |
+
&
|Fn(_+i{)| 2 d{.
La premie re inte grale se re e crit 10 |1+Sn(t)|
2 t2_&1 dt, d’ou le re sultat.
De monstration du lemme 5. Supposons :+$_1. L’ine galite |a+b|2
2(|a|2+|b|2) nous prouve que:
|
|{|1
|Fn(_+i{)| 2 d{2 } :
n
k=1
+(k)
k }
2
|
|{| 1
d{
(_&1)2+{2
+2 |
|{|1 } 1&‘(s) :
n
k=1
+(k)
ks }
2 d{
|s|2
.
D’apre s le lemme 2, on a
1&‘(s) :
n
k=1
+(k)
ks
=O(n&$3(1+|{| )14 |‘(s)| )
d’ou en utilisant le lemme 1,
|
|{|1 } 1&‘(s) :
n
k=1
+(k)
ks }
2 d{
|s|2
<<n&2 $3.
Le lemme 3 fournit la me^me estimation pour
} :
n
k=1
+(k)
k }
2
|
|{|1
d{
(_&1)2+{2
.
Examinons maintenant la contribution de l’intervalle |{|1. II re sulte
des lemmes 2 et 3 que sur le bord du rectangle de sommets :+$2\i,
2\i, on a
Fn(s)<<n&$6.
318 BALAZARD ET SAIAS
File: DISTL1 176010 . By:GC . Date:12:10:98 . Time:09:58 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 2181 Signs: 1093 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Comme Fn est analytique dans ce rectangle le principe du maximum
prouve que la me^me estimation est valide pour s=_+i{, ou :+$_1,
|{|1, d’ou le re sultat.
De monstration du lemme 6. Supposons (i). Par le lemme 3, on a alors
:
kn
+(k)k<<= n&1+1p+=
pour tout =>0. Pour tout r fixe ve rifiant 1<r< p, on obtient en choisis-
sant ==(1r&1p)2
&Bn&Sn&r=n } :kn +(k)k } \|
1
0
[1nt]r dt+
1r
=n } :kn +(k)k } _|
1n
0
[1nt]r dt+(r&1)&1 \1n&
1
nr+&
1r
<<n&(1r&1p)2.
4. DE MONSTRATION DU THE ORE ME
Pour p=1, l’assertion (i) est connue comme e tant vraie et les assertions
(v) et (vi) sont vides donc e galement vraies. On suppose dore navant p>1.
Le sche ma de la preuve est alors: (i) O (v), (v) O (vi), (vi) O (i).
(a) Preuve de (i) O (v). Si p>2, on sait que (i) est faux; il n’y a donc
alors rien a montrer. Supposons maintenant p2; on fait de plus l’hypo-
the se (i), on fixe r tel que 1<r< p et on pose
_=
1
2 \
1
r
+
1
p+ .
On a alors par l’ine galite de Ho lder
|
1
0
|1+Sn(t)| r dt=|
1
0
( |1+Sn(t)| r tr(_&12)) tr(12&_) dt
\|
1
0
|1+Sn(t)|2 t2_&1 dt+
r2
\|
1
0
tr(1&2_)(2&r) dt+
1&r2
<<\|
1
0
|1+Sn(t)|2 t2_&1 dt+
r2
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car r(1&2_)(2&r)>&1. En choisissant $=(1r&1p)2, les lemmes 4 et
5 montrent alors que la dernie re inte grale tend vers 0 quand n tend vers
l’infini. Avec le lemme 6, on en de duit (v).
(b) Preuve de (v) O (vi). Supposons (v). D’apre s l’e quivalence entre
les assertions (i) et (iii) du the ore me NBBF, pour tout r ve rifiant 1<r< p,
‘(s) ne s’annule pas dans le demi-plan R(s)>1r; d’ou (i). Par le lemme 6
et en re utilisant (v), on en de duit que (Sn) converge vers &1 dans Lr(0, 1)
et qu’a fortiori (Sn) est borne e dans Lr(0, 1).
(c) Preuve de (vi) O (i). Supposons (vi). Pour tout r fixe ve rifiant
1<r< p, on a alors
|
1
1n
|Sn(t)| r dt=|
1
1n }&1+\ :kn
+(k)
k +
1
t }
r
dt<<1.
On en de duit que pour tout =>0, kn +(k)k<<n&1+1p+=, ce qui
d’apre s le lemme 3 implique (i).
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de montre e pour tout re el p ve rifiant 1< p2.
Notre re sultat ici est stricto sensu plus ge ne ral dans la mesure ou , d’une part toutes les
assertions de (v) a (x) sont e quivalentes a (i), et d’autre part ces e quivalences sont valables
pour tout re el p1.
Cela e tant, ces informations supple mentaires ont uniquement valeur de remarques et il est
naturel d’attribuer a Lee le resultat que nous montrons ici.
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